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Série: Logique

EXERCICE 01

Exprimer les propositions suivantes a 'aide des
quantificateurs et connecteurs logiques puis indiquer la
valeur de vérité de chacun d’elles :

P, : « il n’existe aucun rationnel solution de I’équation
x*—2=0»

P, : « Pour tous rationnels x ety telsquex <y il
existe un rationnel ztelque: x <z <y »

P3 : Pour tout réel x , il existe un unique entier relatif p
telquep<x<p+1»

P, : « Pour tout entier naturel n, il existe un entier
naturelm telquen <m-+ 2 »

Ps :« Pour tous réels x et y , x2 + y? = 0 si seulement
si:x=0ety=0»

P : « Pour tout réel x , si x € [1, +oo[ alors x? > x»
P : « Tout entier naturel divisible par 3 est divisible
Par9»

Pg : « certains réels sont strictement supérieurs a leur
carré »

EXERCICE 02
1)Donner la négation de chacune des propositions
suivantes
P:(Vx€R); Va2 +1—|x| > 0.
1
Q:(3x e R+);(x2 < xou1+;< 0)

R:(VyeRHY(Ax€ER); x> —xy+y* =0
S (VXER;Xx*€EZ=x€T

a
T:Y(a;b) ER*?:—>0<ab >0

b

X ZzZ —
R: (El(x;y; z) € R3; ——

%)

2 3

2) Donner la valeur de vérité des propositions P; Q; R
Et S.

EXERCICE 03

raisonnement par contre-exemple

Montrer que les propositions suivantes sont fausses :

P:(VXE]O;].D m< 1

Q:(VxeRN(VyERDx+y=vVx+,/y
R: (Vx € R) 3cosx # 2sin*x
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4xy
4 + y?

S:(Vx € R)(Ay € R); >1

1
T:(VxE]R{*)x+;22

raisonnement par disjonction
des cas

EXERCICE 04

1) Montrer que :
(VxeR);V2x2—3x+3—-x+1>0
2)Montrer que le nombre n(n + 1)(n + 2) est divisible
par 6 pourtoutn € N.
3)a-Résoudre dans R I’équation :
(E):yx2+x+3=2x-1
b- Résoudre dans R I'inéquation :
(D:\Jx2+x+3=>2x—-1
4) On considére la fonction numérique définie par :
f(x)=v2x2-5x+3+x—2
a-Déterminer Dy.
b-Déterminer le tableau des signes de la fonction f
5) Montrer que: (Vx € R); x2 —x+ 1> |x —1].
6) Soit a ;b et c trois réels tels que c est positif.
<|a —b| |a+b|

2 2
EXERCICE 05

)<c=~(|a|<cet|b|<c)

raisonnement par contraposée

Montrer que :

1) pour tous nombres réels x et y :
x

> *

x*+x+1

2) pour tous nombres réels x et yet z :
x+y>z=>(x>zouy>z)

3) (Vx € [2,+[)(Vy € [3;+[) :

(x#11ouy + 28)
>x+y—6Vx—2-10,/y—3+29+0

4) (VxeR); (x¢[-1;4] > x*—-3x—4>0)

5)V(x;y) € (J1;+00))?% x £y = x* — 2x = y*> — 2y

6)soit a € R . Prouver que :

y
yi+y+1

)

(xyiletxiy):(

[(Ve>0)|a|<e]l=a=0
7) Soit (a; b; ¢)e(R})3. Montrer que :
. 11 1 1
ac+b°+c*<2>—+—-——#F—
a b ¢ abc

Q) V(ix;y) ERZ:x#2y=>x+Vx2+1#y+./y2+1




raisonnement par absurde

EXERCICE 06

1) Montrer que V2 + V3 & Q sachant que V2 ¢ Q.
2) Soient a et b deux nombres rationnels tels que a # b

Montrer que :
a+ b\V2

V2 +1 “Q

3) Montrer que :
n+ 1
(vn € N); n——|-2 ¢ N
4)Soit n un entier naturel.
a-Déterminer les restes de la division euclidienne de
n?par 5.
b-Montrer que : (Vvn € N)vV/5n+7 ¢ N
5) Montrer que pour tout n € N* :
a-Vn+Vn+1¢N.
b-vnZ+7n+12¢N

«f Q.
n+1

6) soit a € N . Montre que :

\/az +\/4a2 +/16a2+8a+3¢N
EXERCICE 07

raisonnement par récurrence

Montrer que :

1) (vn € N):
1+7 472+ Lo — )
2) (VneN*) :
2 2
13 +23 433 4+ ... +n3 = (n4+ 1)
3)(VneN~)

nn+1)(n+2
1X24+2%X3+ - +n(n+1)=¢

4)(VneN) : « 17 divise 3 x 527F1 4 23n+1,,
5)(VneN") :
«10%™+2 4 10%7+1 4 1est divisible par 111 »

6)(VneN") :
« 4+1 4 32n+1 _ 2 (_1)"est divisible par 5 »
7)(VneN*) :
1 N 1 N N 1 n
1x2 2x3 nn+1) n+1
8)(VneN™) :
(14 2) (14 2) o (145) <32
13 23) 7 n3) — n
9) (VvneN®):
3n 14+—+ ! + + =<2 !
2n+1°~ 2z 32 2~ n

10) (VvneN) :(1 + x)™ > 1 + nx (inégalité de Bernouillé).
11) (VneN"):
n

Z _ n(n+ 3)
£ k(k+1)(k +2) S 4n+1)(n+2)
12) (VneN*) :

i _nn+1)

£ 2k~ 1)(2k +1) 2(2n+1)
13) (VneN") :

=1
—<2Vn
EXERCICE 08 raisonnement par équivalences

1) Soient a, bet c des réels.

Montrer que a? + b% + ¢? > ab + bc + ac
2) Montrerque: (a3 +a=b3+b) o a=>hb
3) Soit x et y deux réels strictements positifs. Montrer
que:

y 5x+2y «x

4) soit (x;y) € R2.
Montrer quesix > 1 ety > 4 alors:

x+
\/x—1+2\/y—4=Ty(=>(x=2ety=8)
5) Montrer que pour tout x et y de |1; +oo] :

x+y+2/(x-1D(y—-1)>2
6) Soit x, y et z trois réels strictement positifs. Montrer
que :

xyVz<xz[y<yzx e x<y<z
7) Soit (x; y) € R%.Montrer que
x+y)x—y)?2 <0 (x+y)3 >4 +y)

EXERCICE 09

raisonnement par implication

Soit a, b deux réels.
1) Montrer I'implication suivant :
(lal<1et|b|<1)=>|a+b|<|1+ ab|
2) a-Vérifier que : (a + b)? < 2(a? + b?)
b-Montrer que :
a2+ b =1=|a+b|<V2

3)a- Montrer que :
2

a
(Va € ]1;+oo) —
b-En déduire que pour tout a et b de |
2 b2
2 . > 8
b—-1 a-—-1"

>4
12
1;+oo[:

4) a-Montrer que :
V(a; b) € R?; |a + b| =
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la| + |b] = ab =0






